
OLTRE IL COMPASSO
La geometria delle curve

Una proprietà dell 'ellisse

Ci proponiamo di dimostrare che il l uogo di punti
che “vedono” un’elli sse sotto un angolo retto è una
circonferenza.

Possiamo dare due dimostrazioni di questo fatto,
una sintetica1 ed una analiti ca.

Cominciamo con la prima:
Consideriamo una elli sse di semiassi a  e b , fuochi E  e F , centro O e una tangente t  in un
suo punto qualunque A. Siano 1E  ed  1F  i simmetrici di E  ed F  rispetto a t  e indichiamo

con γ  la circonferenza di diametro 11 FE e con P  e Q  le intersezioni tra γ e t . Vogliamo
dimostrare che:
(1) la retta s , perpendicolare a t  in P  è

tangente all ’elli sse

(2) 22 baOP +=
Dimostriamo (1).
Sia 2F  il simmetrico di F  rispetto a s .
Si ha allora:

12 PFPFPF ==
e quindi i punti 21 ,, FPF  sono alli neati.

Poiché 2ˆ
1 π=EPF  (il triangolo PEF1

è inscritto in una semicirconferenza) nel
triangolo 21EFF la mediana EP  è anche
altezza, quindi tale triangolo è isoscele e

aAFEAEFEF 212 =+== .

Allora se B è l’ intersezione tra s  e 2EF
si ha che

aEFBFEBBFEB 222 ==+=+ .

quindi B è un punto d’ intersezione tra s  e l’elli sse.

D’altra parte per ogni punto C , diverso da B , della retta s  si ha

aEFCFECCFEC 222 =>+=+

Così abbiamo dimostrato che s  è tangente in B  all ’elli sse.
                                                          
1 Per questa dimostrazione siamo debitori al prof. Piergiorgio Giudici del Liceo scientifico  “A Volta” di Milano.



Vediamo adesso di dimostrare (2).

Per simmetria rispetto a t  vale la relazione:
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Quindi:
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22 4aFEPFPEPFEP ==+=+

Indicando con H  il piede dell ’altezza da P a EF si ha:

( ) ( )222222 OHOFPHOHEOPHPFEP −++++=+

22 baOFEO −==

( ) ( )222222222 22222 baOPbaOHPHPFEP −+=−++=+

( ) 222222 2 babaaOP +=−−= .

Per dare la dimostrazione analiti ca indichiamo con ( )00 , yx  un punto del luogo fissato

e siano π20,sen,cos ≤≤== ttbytax  le equazioni parametriche dell ’elli sse.

Una generica retta per ( )00 , yx  ha equazione ( )00 xxmyy −=− , cercando le intersezioni

con l’elli sse si ottiene ( )00 cossen xtamytb −=−  e se si indica con r  la tangente

trigonometrica dell ’angolo 2t  si ottiene l’equazione
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cioè

( ) ( ) 02 00
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00 =−−+−−− mamxybrrmamxy .

Imponendo la condizione di tangenza, si ottiene:
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equazione di secondo grado in m  che deve avere radici con prodotto uguale a –1 (affinché le
due tangenti siano perpendicolari). Riscritta l’equazione nel modo seguente
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si vede subito che il prodotto delle radici è
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e dunque deve essere 222
0

2
0 bayx +=+ , cioè ( )00 , yx  sta sulla circonferenza che ha

centro nel centro dell ’elli sse e raggio 22 ba + .

Viceversa è facile vedere, effettuando in senso inverso gli stessi passaggi, che ogni
punto di tale cerchio ha le tangenti all ’elli sse tra loro perpendicolari.


