OLTRE IL COMPASSO
Lageometria delle airve

Invilupp, evolute, evolventi

Inviluppo, evoluta, evolvente...: termini ma sentiti o che non varemmo ma sentire!
Eppue, detro questi nomi poco rasscuranti S nascondono concetti relativamente semplici e
comungLe esteticamente dfascinanti.

INVILUPRO:

eunmodo d descrivere una arvatramite unafamiglia di curve.

Una prima caratterizzazione intuitiva d dice de una famiglia di curve inviluppa una arva G se
ogni elemento dellafamiglia étangente aG *. Vediamo d chiarirela msa wn acuni esempi.
Consideriamo lafamigliadi rette in figura: queste “inviluppano’ una parabola, cioé ogni retta della
nostra famiglia étangente dla parabola. Notiamo che la parabola non é fisicamente tracdata, la
curva diventera sempre piu facilmente individuabil e mano a mano che aimenta il numero d rette
che tracdamo.
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Un'ellise puo essere disegnata in molti modi. Uno ki tanti € 0,
guesto: consideriamo un cerchio e fissamo un puro P interno ad

es e diverso da centro. Uniamo P con un galsiasi purto Q del

bordo dd cerchio e tracaamo l'ase del segmento d PQ. Al

variare di Q sulla drconferenza tracceremo ura famiglia di rette

che inviluppa un'élisse (in questo modo si puo costruire, come

vedremo in seguito, un'elli se piegandola cata)

Utili zzando la astruzione precalente ma scegliendo il purto P

esterno a cerchio atterremo inveceunaiperbole. ¥
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Nella nostra “definizione” di inviluppo abbiamo perd parlato d una famiglia di curve generiche,
non recessariamente rette. Infatti, anziché una famiglia di rette possamo ad esempio considerare
unafamigliadi cerchi. Lafamigliadi cerchi con centro su d un cerchio fissto e tangenti ad unsuo
diametro invilupperanno ura aurva particolare che s dice nefroide.

! Due airve sono tangenti in un punto se hanno retta tangente cmune in quel punto.



La cardioide puo essere ottenuta cme inviluppo d cerchi con centro su d un cerchio fissato e
passanti per unsuo purio P, o ancoralafamigliadi cerchi con centro su un’iperbde ejuil atera e de
passano per il suo centro inviluppano lalemniscata di Bernoulli.
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EVOLUTA:
il concetto d inviluppo d una airva efondamentale per parlare dell’evoluta di una airva. Tutti
sanno cos € la tangente a ura arva, ci bastera sl definire la retta normale ad una arvain un
purto come laretta perpendicolare dlarettatangente dla arvain quell o stes purto.
Consideriamo adesso ura airva, ad esempio urédlisse, e ‘
costruiamo la sua evoluta: tracdamo tutte le sue rette
normali; la arva inviluppata da tali rette e l'evoluta
dell'eliss.

In modo analogo pcssamo dtenere |I'evoluta del cerchio,
costituita da un solo purto, cioe il suo centro o I’evoluta
della paraboda de € il Logo della mostra “Oltre il
compas”.

In generale una arva ela sua evoluta sono die airve fraloro dfferenti. In alcuni casi perd come
per la acloide o per la
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EVOLVENTE:

strettamente legata (come vedremo) all’ evoluta, per definire I’ evolvente di una arval™ dobbhamo
considerare su quest’ ultima un purio O che s dirapunto iniziale.
Immaginiamo oradi fissare un estremo d una crdicella a

O e teniamo tesa la @rda in modo che sia tangente dla
curvanel purtoiniziale.

Cominciamo pd a far aderire al’ una parte sempre piu
lunga della cordicella facendo in modo che il tratto libero
siatangente dla arvanel punto d stac® della corda dalla
curva stessa. L’estremita libera della cordicella descrivera
aloral’evolvente della aurva

In figura eraffiguratal’ evolvente di un cerchio.

D’atra parte mentre I'evoluta di una airva € unca

I’ evolvente dipendera dal purto iniziale scdto per fissare la
cordicdla percio avremo infinite evolventi fra loro
pardlele (in figura sono dsegnate due evolventi di
un'elisx). U
Il legame tra evoluta el evolvente € molto stretto: notiamo infatti che la arva originaria I' puo
es®revista ome |’ evoluta dell’ evolvente.




Costruire un'ellisse piegandola cata

La costruzione:

Prendete un pezzo d carta, ritagliate un cerchio e segnate un puro P al'interno d questo cerchio.

Fate quindi una piegatura nel foglio in modotae da portare il purto A del bordo a sovrapparsi con
il purto P che avete segnato, come in figura.

(V& C

Naturalmente patrete fare diverse piegature di questo tipo, a seconda di quale punto della
circonferenza portate asovrappasi con P. Se ne fate tante (ogni volta rigprendoil foglio prima di
fare la piegatura successva) vedrete gparire I'elisse "disegnato” dalle piegature che avete fatto;
piu predsamente I'dllise comeinviluppo @l e rette rappresentate dall e pieghe.

Gia mn uraventinadi pieghe arrete una figura eébastanza bell a; naturalmente piu pieghe farete e
piu I'ellise gperira diaramente.

».g.

[ ] s
1
/4

2

77
"'»

R

AR
RS

T

Variando la posizione del punto P che avete scdto per iniziare la wstruzione, parete
ottenere dlisg di forma diversa: piu alungate, quanto piu P € lontano dal centro del cerchio, piu

"gras€" quanto piu P evicino a centro; otterrete una drconferenza se scegliete P proprio il centro
del cerchio.

[




Perché la costruzione funziona:

Quandofate la piegatura che portail punto A della drconferenza asovrappas con P, e poi
rigprite il foglio, la piega ottenuta él'asse t del segmento AP (0 pitl precisamente, |'intersezione
dell'asset conil cerchio).

Ciascuno d questi asd risulta tangente al un'ellisse de ha per fuochi il purto P eil centro O della
circonferenza. Infatti, se Q € come in figura il purto in cui il raggio OA intersecat, s ha de i
triangoli AQH e PQH sonouguali.
Quindi: A
0Q + QP = 0Q + QA =raggiodelcerchio ‘\
Dunque lasomma dell e piegature del purto Q dai purti O e
P e sempre la stessa qualungLe sia la piegatura dfettuata,
cioé Q appartiene a ura dliss di fuochi O e P. K
Indtre larettat forma angdi uguali con i segmenti OQ e
PQ, in quanto OQK = AQH = PQH , e quind tale retta,
per la seconda proprietafocde, étangente dl'elli s<.

Vae la pena di ossrvare e quanto detto e
strettamente legato all'exhibit Ellissi che rotolano dowe
due dlisg uguali sono collegate da due aticdole che
s incrociano urendo ciascuna un fuoco della prima &l
uno dellasecondanel modoche s vedein figura
Grazie ache dla precalente wstruzione e posshile,
tenendoferma un'elliss, far rotolare I'atra sulla prima
in modo che rimangano sempre tra loro tangenti ed il
purto d intersezione delle due aticdole siail purto d
tangenza cmmune.

Consideriamo infatti I'ellisee E di fuochi O e P tae de la
somma dell e distanze di tutti i suoi purti daP e da O siauguale
ad r esaslarettatangente dl'éllisein unsuo purio qualsiasi
K. Ribaltando il ragionamento fatto in precedenza possamo
dire dhe i purti A e B, smmetrici di P ed O rispetto ad s
appartengono rispettivamente dla drconferenza di centro O e
raggio r ed aquelladi centro P eraggio r. Cosl, a variare di s,
P, K, B e A K, O saranno terne di purti dlinedi e s avra:
PB =OA=r ovvero:
PB=OA=AK+0OK =AK+KB=r.
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Alloral'élisse di fuochi A e B simmetricadi E rispetto ad s puorotolare su E "senza strisciare" ed
il purto d tangenza € ache punto d intersezione dei segmenti di lunghezza wstante PB ed OA.



