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Leonardo Fibonacci e la rinascita della matematica in Occidente

Enrico Giusti

Tentare di descrivere, anche in termini sommari, i caratteri e i contenuti delle opere di Leonardo Pisano, specie nei termini ristretti di una relazione, condannerebbe senza possibilità di scelta alla celebrazione e all’oleografia. Né l’una né l’altra, credo, varrebbe la fatica per chi scrive e soprattutto per chi legge. Mi limiterò allora a trattare due temi, più storico il primo, più matematico il secondo, che spero altro possano suscitare qualche interesse. 

1. Elementi di cronologia fibonacciana. 

Già il titolo di questa prima parte avverte che nel caso di Fibonacci val meglio parlare di una cronologia piuttosto che di una biografia, data l’esiguità dei documenti a nostra disposizione, tutti ben conosciuti, che se permettono di fissare alcune date, lasciano allo stesso tempo molti periodi oscuri e molti nodi irrisolti
. Se si eccettuano le testimonianze che troviamo nelle sue stesse opere, su Fibonacci abbiamo solo due documenti contemporanei, ambedue più volte citati. Il primo è un rogito del notaio Bonafidanza, datato 28 agosto 1226, nel quale Fibonacci compare come acquirente di un terreno con torre e casa per conti di suo fratello Bonaccingo. L’interesse del documento risiede essenzialmente nel fatto che da esso risulta come il padre di Leonardo, morto all’epoca della stesura del rogito, si chiamasse Guglielmo e non Bonaccio come si era creduto per l’innanzi. 

Ex hoc publico instrumento omnibus sit manifestum, quod Bartholomeus quandam Alberti Bonacii vendidit et tradidit Leonardo bigollo quondam Guilielmi, procuratori et certo nuntio Bonaccinghi germani sui quondam suprescripti Guilielmi; ut apparet in sceda procurationis rogata a Pagano notario quondam Malagalliae, et a me Bonafidanza notario visa et lecta; ... duodecimam partem integram pro indiviso unius petii terre cum tutti et sala, et omni hedificio in pertinentia sua; quod totum petium est positum pisis Foriporte in cappella Sancti Petri ad Vincula ...

Sempre lo stesso documento conferma l’appellativo di “bigollo” (bighellone ?) con il quale Fibonacci è spesso indicato, un termine dal significato incerto e che ha fatto molto discutere, ma dal quale pare esclusa ogni coloritura spregiativa. A parte la precisazione relativa al nome del padre, il rogito notarile non ci dà informazioni rilevanti, a meno di non voler considerare tale l’indicazione della presenza a Pisa del nostro nell’estate del 1226, un periodo che come vedremo è da considerare importante nella vita del Pisano. 

Il secondo documento, anch’esso notissimo, che tra l’altro è anche riportato su una lapide posta nel 1867 all’Archivio di Stato di Pisa
, anche se di data incerta, permette di fissare un terminus post quem per la data di morte di Fibonacci, dato che è l’ultimo documento a esso relativo. Si tratta di un a delibera con la quale il Comune di Pisa assegna a Fibonacci una pensione annua per i suoi meriti passati e per i servigi che renderà alla comunità:

Considerantes nostre civitatis et civium  honorem atque profectum qui eis tam per doctrinam quam per sedula obsequia discreti et sapientis viri magistri Leonardi bigolli in abbacandis estimationibus et rationibus civitatis eiusque officialium et aliis quoties expedit conferuntur ut eidem Leonardo merito dilectionis et gratie atque scientie sue prerogativa in recompensatione laboris sui quem sustinet in audiendis et consolidantis estimationibus et rationibus supradictis a comuni et camerariis publicis de comuni et pro comuni mercede sive salario suo annis singulis libre XX denariorum et amisceria consueta dari debeant ipseque pisano comuni et suis officialibus in abbacatione de cetero more solito servat presenti constitutione firmamus
.

La delibera si trova nel “Constitutum pisanum legis et usus”, conservato all’Archivio di Stato di Pisa, inserita tra le aggiunte del 1241 al volume del 1233. Il documento non è datato, e quindi può essere relativo a uno qualsiasi degli anni compresi tra queste due date. 

Le rimanenti notizie riguardanti la vita di Fibonacci provengono tutte dalle sue opere, in particolare dal Liber Abaci. Come vedremo, esse pongono non pochi problemi di datazione. 

Dal Liber Abaci emerge una seconda data certa, quella della sua composizione, indicato unanimemente da tutti i codici conosciuti come composto nel 1202. La mancanza di uno stemma codicum che stabilisca con ragionevole certezza la dipendenza mutua dei manoscritti pervenutici non permette di valutare appieno la forza di questa concordanza. Meno attestata, anche se ritenuta certa, la data del 1228 per la revisione dell’opera, data che troviamo solo in alcuni dei manoscritti, che pure, a quanto se ne sa, fanno tutti capo a questa revisione. 

La data di composizione di un’opera complessa e vasta come il Liber Abaci ha fornito lo spunto per congetturare la data di nascita di Fibonacci, che viene indicata come avvenuta tra il 1170 e il 1180. Contro una data troppo vicina al secondo termine sta come si è detto la composizione del Liber Abaci nel 1202; contro il retrocedere della stessa verso o addirittura prima del 1170 gioca il fatto che Fibonacci era attivo almeno nel 1233, e probabilmente più tardi. 

Sempre nel Liber Abaci troviamo i notissimi riferimenti all’apprendistato di Leonardo: 

Cum genitor meus a patria publicus scriba in duana Bugee pro Pisanis mercatoribus constitutus preeset, me in pueritia mea ad se venire faciens, inspecta utilitate et commoditate futura, ibi me studio abbaci per aliquot dies stare voluit et doceri.  Ubi ex mirabili magisterio in arte per novem figuras Indorum introductus, scientia artis in tantum mihi pre ceteris placuit, et intellexi ad illam, quod quicquid studebatur ex ea apud Egyptum, Syriam, Greciam, Siciliam et Provinciam cum suis variis modis, ad que loca negotiationis postea peragavi, per multum studium et disputationis didici conflictum
. 

Che si sia trattato di qualche giorno, possiamo dubitare. Quello che è certo, è che il patrimonio di conoscenze che poi verrà travasato nel Liber Abaci e nelle altre opere del Pisano si accumula durante un lungo periodo di viaggi in tutto il Mediterraneo, dal Medio Oriente alla Provenza, dalla Sicilia a Costantinopoli. 

Oltre a queste notizie biografiche, il Liber Abaci contiene anche riferimenti a opere posteriori del Pisano, in particolare al Liber Quadratorum e alla Practica Geometriae. Ciò non deve sorprendere; infatti, come abbiamo detto, Fibonacci sottopose la sua opera a una profonda revisione nel 1228, quando la richiesta di una copia del libro da parte di Michele Scoto, filosofo di corte di Federico II, gli diede l’occasione per ritornare sull’argomento. Come ci dice lo stesso Leonardo, in questa correzione “quedam necessaria addidi et quedam superflua resecavi”
.

L’incontro con Federico II e la corte imperiale fu un evento centrale nella vita di Fibonacci. Con ogni probabilità esso avvenne nel luglio 1226, in occasione di un soggiorno a Pisa dell’imperatore. Sembra infatti da escludere che Federico abbia visitato Pisa in una data anteriore, in particolare nel corso del suo viaggio a Roma, dove fu incoronato nel 1220, dato che quest’ultimo viaggio avvenne per la via Romea, ben lontano dalla costa tirrenica. A Federico e ai notabili della sua corte Fibonacci dedicherà le sue opere successive. 

Prima di quella data, nel 1220 o nel 1221, Fibonacci aveva pubblicato la Practica Geometriae, che aveva dedicato a un non meglio conosciuto Maestro Domenico, probabilmente lo stesso Domenico che appare, nella dedica a Federico del Liber Quadratorum, nelle vesti di colui che introduce Leonardo alla presenza dell’imperatore:

Cum Magister Dominicus pedibus celsitudinis vestre, princeps gloriosissime domine Federice, me Pisis duceret presentandum, occurrens Magister Johannes panormitanus, questionem mihi proposuit infrascriptam, non minus ad geometriam quam ad numerum pertinentem; ut invenirem numerum quadratum, cui quinque additis vel diminutis, semper inde quadratus numerus oriretur
. 

Per questa relazione con Federico II, e in mancanza di meglio, il maestro Domenico è stato spesso identificato con un non meglio conosciuto Dominicus Hispanus, citato dall’astrologo ** Bonatti insieme a Michele Scoto. Peraltro nessun Domenico figura nei documenti imperiali, dove invece troviamo il Maestro Teodoro a cui Fibonacci indirizzerà l’Epistola, e quel Giovanni da Palermo dal cui problema ebbe origine il Liber Quadratorum. 

Queste notizie porterebbero a situare la data di composizione di quest’ultima opera nel periodo che va dal luglio 1226, quando avviene l’incontro con Federico, e il 1228, data della revisione del Liber Abaci nel quale l’opera è citata. D’altra parte l’unico codice conosciuto del Liber Quadratorum porta la data del 1225: 

Incipit Liber Quadratorum compositus a Leonardo Pisano anno MCCXXV
.

Problemi di datazione anche maggiori derivano dall’altra opera di Fibonacci, il Flos. Fatto alquanto singolare, l’opera inizia con la dedica al cardinale Ranieri Capocci 

Intellecto beate pater et domine venerande R. Dei gratia Sancte Marie in Cosmidin diac. Cardinalis dignissime quod meorum operum copiam non preceptive saltem, quod vos magis decebat, sed simpliciter petere fuistis per litteras ... non solum parere voto vestro sattegi devotius in hac parte, verum etiam de quarundam solutionibus questionum a quibusdam philosophis serenissimi domini mei Caesaris, et alijs per tempora mihi oppositarum, et plurium que subtilius quam in libro maiori de numero, quem composui, sunt solute, ac de multis, quas ipse met adinveni, ex diffusa quidem multitudine compilans hunc libellum ad laudem et gloriam nominis vestri compositum florem ideo volui titulari
.

ma poco più oltre, messo da parte il cardinale
, Fibonacci si rivolge direttamente a Federico II, ricordandogli le vicende che avevano portato alla composizione del Liber Quadratorum:

Cum coram maiestate vestra, gloriosissime princeps Frederice, magister Iohannes panormitanus, phylosophus vester, Pisis mecum multa de numeris contulisset, interque duas questiones que non minus ad geometriam quam ad numerum pertinent, proposuit. Quarum prima fuit ut inveniretur quadratus numerus aliquis, cui addito vel diminuto quinario numero, egrediatur quadratus numerus; quem quadratum numerum, ut eidem magistro Iohanni retuli, inveni esse hunc numerum, undecim et due tertie et centesima quadragesima quarta.  ... quare hinc sumens materiam, libellum incepi componere ad vestre maiestatis celsitudinis gloriam; quem libellum quadratorum intitulavi, in quo continebuntur rationes et probationes, geometrice solutiones questionis predictae et multarum aliarum questionum solutiones, quem habere poterit vestra immensitas, si celsitudini vestre placuerit
.
Questa inconsueta doppia dedica, e l’altrettanto inconsueta mistura di passato e futuro nel descrivere il Liber Quadratorum (incepi, intitulavi – continebuntur, poterit) portano validi elementi per la datazione, ma altrettanto validi motivi di incertezza. Da una parte la menzione congiunta del cardinale Capocci e di Federico ci permette di fissare un ragionevole terminus ante quem al 1234, data nella quale i rapporti prima cordiali tra i due si guastano fino alla rottura. Dall’altra, la circostanza che il Liber Quadratorum non sia ancora terminato all’atto della stesura del Flos farebbe pensare che quest’ultimo sia stato composto addirittura prima del 1228, dato che, come abbiamo visto, il Liber Quadratorum è citato come già compiuto nell’edizione rivista del Liber Abaci. 

Contro questa datazione sta però un altro passo dello stesso Flos, nel quale Fibonacci menziona ancora una volta il maestro Giovanni da Palermo:

Hec itaque questio, domine serenissime imperator, in palatio vestro Pisis coram vestra maiestate a magistro Johanne Panormitano mihi fuit proposita. Super cuius questionis solutionem cogitans, tres modos in solvendo ipsam inveni, quos in libro vestro, quem de numero composui, patenter inserui
.

Il libro de numero è sicuramente il Liber Abaci, dove effettivamente troviamo la soluzione al problema in questione alle pagine 293-296. In mancanza di ulteriori informazioni, diventa allora difficile non solo fissare date certe di stesura dei due opuscoli, ma addirittura stabilire un ordine di composizione; non resta che ipotizzare che i due trattati siano stati composti congiuntamente lungo un periodo temporale che possiamo fissare ragionevolmente tra il 1226 e il 1230. Probabilmente negli stessi anni o in quelli immediatamente successivi è da situare la stesura del terzo degli opuscoli, l’Epistola ad magistrum Theodorum, quello stesso Teodoro che propone un problema alla fine del Liber Quadratorum. 

In ogni caso, il decennio tra il 1220 e il 1230 fu un periodo di grande attività scientifica per Leonardo: pubblica la Practica Geometriae, rivede il Liber Abaci, compila i tre opuscoli e forse anche quel Commento al X libro degli Elementi di Euclide, oggi perduto ma menzionato nel Flos:

super hoc meditando putavi huius questionis solutionem egredi ex his que continentur in xo libro Euclidis; et ob hoc super ipso xo Euclidis accuratius studui, ... Et quia difficilior est antecedentium et quorundam sequentium librorum Euclidis, ideo ipsum xm librum glosare incepi, reducens intellectum ipsius ad numerum, qui in eo per lineas et superficies demonstratur
.

Un’attività così intensa contrasta con il silenzio del periodo che intercorre tra la composizione delle due opere maggiori, il Liber Abaci e la Practica Geometriae, al punto che si potrebbe ipotizzare che almeno una parte dei viaggi di cui lo stesso Leonardo parla si sia svolta proprio in quel lasso di tempo. Una scoperta recente, forse l’unica di una certa rilevanza fatta negli ultimi tempi, porta qualche soccorso a questa ipotesi.

Nel corso del recente convegno su Fibonacci
, M. Folkerts ha dimostrato come le citazioni degli Elementi di Euclide che si trovano nella Practica Geometriae provengano non dalla tradizione araba come fin qui si era ipotizzato, ma dalle versioni latine fatte direttamente sul testo greco dell’opera euclidea. Ora c’è un solo centro in cui nel XII secolo si compiono traduzioni dal greco degli Elementi, ed è la corte di Palermo durante il regno di Guglielmo I (1154-1166). La Sicilia figura esplicitamente tra i paesi che Leonardo menziona nell’introduzione del Liber Abaci, ed è probabilmente dall’ambiente siciliano che Fibonacci attinge i testi euclidei che compaiono nella Practica. A questo soggiorno palermitano potrebbe anche risalire –ma qui siamo nella più pura speculazione– la familiarità con quel maestro Domenico a cui il Pisano ritiene di dover dedicare la sua seconda opera e che alcuni anni più tardi lo introdurrà alla presenza dell’imperatore.

2. Un problema del Liber Abaci e i suoi sviluppi. 

Tra i problemi trattati nel Liber Abaci, il calcolo degli interessi, riveste una particolare importanza. Importanza pratica, perché sul prestito di capitali e sulla loro remunerazione si basa ogni attività commerciale che vada al di là della dimensione minuta e dell’economia familiare. Ma soprattutto importanza teorica, a causa del ruolo che il “problema inverso degli interessi” giocherà nello sviluppo dell’algebra medievale. Il problema principe, almeno dal punto di vista delle applicazioni al commercio, è ovviamente il problema “diretto” degli interessi: quale sarà il capitale dopo un certo tempo, conoscendo il capitale iniziale e l’interesse a cui viene prestato? In genere, gli interessi –o come si diceva, i meriti– venivano capitalizzati alla fine di ogni anno (di qui la locuzione “meritare a capo d’anno”); di conseguenza, indicando con i l’interesse, cioè la frazione di lira che ogni lira guadagnava alla fine dell’anno
, i capitali accumulati alla fine di ogni anno formavano una progressione geometrica di ragione 1+i. In realtà, invece che in termini assoluti, cioè in lire per lira all’anno, che avrebbe dato frazioni di lira spesso incompatibili con la scala monetaria lire-soldi-denari, l’interesse si esprimeva in denari per lira al mese, fermo restando che la capitalizzazione avveniva solo alla fine dell’anno. Ricordando che una lira si divide in 20 soldi, ognuno dei quali vale 12 denari, l’interesse di 1 denaro per lira al mese equivale a 12 denari, cioè a 1 soldo (un ventesimo di lira) per lira all’anno, e quindi al 5% annuo. Di conseguenza, con l’interesse espresso in denari per lira al mese, per ottenere il corrispondente fattore i si doveva dividere per 20; ad esempio un capitale prestato a 2 denari per lira al mese si moltiplicava in progressione geometrica di ragione 
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Pertanto dopo un numero n di anni, un capitale iniziale A diventava
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se l’interesse i era espresso in termini assoluti, e 


[image: image3.wmf]n

i

A

F

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

20

1


se invece si esprimeva l’interesse in denari per lira al mese.

Fibonacci aveva già trattato con dovizia di particolari questi problemi quando nell’ultimo capitolo del Liber Abaci affronta il problema “inverso”: calcolare l’interesse, quando siano noti il capitale iniziale e quello dopo un dato numero di anni. 

Per chi è in possesso della formula precedente, la soluzione è immediata:
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In realtà una tale soluzione non era ottenibile perché, mancando le parentesi, non c’era modo di scrivere, o meglio di enunciare dato che mancava una qualsiasi notazione algebrica, una formula come quella che dà il capitale finale F, e anche la soluzione precedente si sarebbe enunciata in modo corrispondente piuttosto alla formula


[image: image5.wmf]20

20

-

=

n

n

A

F

i

.

Per ovviare a questo inconveniente, Fibonacci prende come incognita non l’interesse i, ma il capitale comprensivo degli interessi dopo il primo anno. Osservato che la sequenza A, B, C, ... , F dei capitali in anni successivi forma una progressione geometrica, Fibonacci conclude con Euclide che il rapporto F/A dei capitali finale e iniziale è uguale a quello B/A elevato alla durata del prestito: 
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Di qui si può ricavare facilmente: 


[image: image7.wmf]n

A

F

A

B

=


e infine, essendo 
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si ottiene l’interesse i secondo la formula trovata.  La soluzione del problema passa dunque attraverso l’assunzione del capitale B dopo il primo anno come incognita. Se invece si fosse preso come incognita direttamente l’interesse cercato i, il calcolo avrebbe condotto a un’equazione di un grado uguale al numero di anni in questione. Nel caso di tre anni, una simile equazione è trattata ad esempio da Regiomontano:

Quidam cum 100 florenis in primo anno lucratur aliquid, in secundo vero anno cum capitali, scilicet 100, et cum lucro primi anni proportionabiliter lucratur, in tercio itidem cum capitali et lucris precedentiorum annorum lucratur. Quo anno excurso collecta habet summam 265 ex capitali et omnibus lucris. Queritur quantum primo anno lucratus sit
.

Regiomontano prende come incognita x non l’interesse, ma il lucro dopo il primo anno, in modo che l’interesse è x/100, e perviene all’equazione

x3 + 300 x2 + 30000 x = 1650000

che è del tipo

x3 + a x2 + b x = c
per la quale la soluzione si ottiene con il seguente metodo:

Divide numerum censuum per tria, exeunt 100 que in se cubice faciunt 1000000. Hec adde drachmis 1650000, proveniunt 2650000. Radix igitur cubica de 265000 demptis ex se 100, scilicet tercia parte numeri censuum, est valor rei
 

che posta in formule diventa
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Regiomontano è ben conscio del fatto che questa non è la soluzione dell’equazione generale di terzo grado. E infatti prosegue:

Hoc nequaquam procederat nisi ita evenisset quod tercia pars numeri censuum in se ducta produceret terciam partem numeri rerum. Alias enim gnomo solidus non resultasset integer
. 

Il problema si poneva invece in termini geometrici, e corrispondeva alla proposizione. Lo gnomone solido corrisponde essenzialmente all’espressione del cubo di un binomio, analoga alla proposizione II.4 degli Elementi
 nel caso del quadrato. Se si divide una linea AD nelle parti AB e BD, si ha che

Cubus autem AD lineae equatur cubo AB et cubo BD et ei quod ex BD in quadratum AB ter cum eo quod ex AB in quadratum BD ter
.

In questo modo Regiomontano stabilisce la validità della regola risolutiva anche al di là dello specifico problema degli interessi, purché sia verificata la relazione necessaria tra i coefficienti. Il suo metodo peraltro è limitato al terzo grado: la quarta potenza e le successive uscivano anche dal dominio della geometria.

Formule simili vengono utilizzate per la soluzione di equazioni di terzo e quarto grado da molti autori medievali, che però a differenza di Regiomontano non menzionano le condizioni sui coefficienti grazie alle quali acquistano validità e quindi parrebbero di applicabilità generale, anche se vengono utilizzate soltanto nella soluzione di problemi di interessi. Nel Trattato d’abaco di Piero della Francesca
 troviamo addirittura formule per equazioni di quinto e sesto grado. Si tratta in tutti i casi di un’equazione del tipo

A(1+αx)n = F
con α=1/A nell’esempio riportato da Regiomontano, o α=1/20 se, come Piero della Francesca, si esprime l’interesse in denari per lira al mese. Più esplicitamente, quando n=3,4,5 o 6, abbiamo le equazioni

Aα3x3+3Aα2x2+3Aαx=F-A
Aα4x4+4Aα3x3+6Aα2x2+4Aαx=F-A

Aα5x5+5Aα4x4+10Aα3x3+10Aα2x2+5Aαx=F-A

Aα6x6+6Aα5x5+15Aα4x4+20Aα3x3+15Aα2x2+6Aαx=F-A

Per questo tipo di equazioni, o meglio per le equazioni generali 

cx3+bx2+ax=n
dx4+cx3+bx2+ax=n 

ex5+dx4+cx3+bx2+ax=n 

fx6+ex5+dx4+cx3+bx2+ax=n 

troviamo nel Trattato d’abaco
 le soluzioni
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la prima delle quali coincide con la soluzione di Regiomontano. Se applichiamo queste formule alle equazioni degli interessi, otteniamo nei vari casi
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Nei primi due casi si giunge dunque alla soluzione di Fibonacci, mentre negli ultimi due la soluzione non è esatta in generale, ma lo diventa nel caso considerato da Piero, in cui cioè α=1/20. Questa circostanza è per molti versi illuminante: nel combinare tra loro i coefficienti in modo da pervenire alla soluzione, Piero confonde il termine 20=1/α con l’analogo numero 20 proveniente dai coefficienti binomiali, e precisamente dal termine
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nel caso dell’equazione di quinto grado, e
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per quella di sesto. Questa circostanza conduce a escludere la possibilità che Piero abbia operato completando lo sviluppo del binomio, come aveva fatto Regiomontano, e fa emergere una diversa ipotesi: che le soluzioni proposte per le equazioni in esame siano state trovate combinando opportunamente i coefficienti. A una tale ricostruzione si potrebbe obiettare che il numero di combinazioni è enorme, certamente troppo grande per poter essere preso in esame in maniera esaustiva, confrontando le varie soluzioni  con quelle di equazioni test opportunamente costruite.. 

Basta infatti ripercorrere il cammino risolutivo del problema di Piero per rendersi conto della improponibilità  di una ricostruzione puramente induttiva, che postuli cioè la scoperta delle formule riportate mediante un semplice gioco di combinazioni dei vari coefficienti. Ancora meno plausibile appare una tale ipotesi, quando appena si rifletta al fatto che il numero di tentativi, specie per le equazioni di grado più alto, non poteva essere che piuttosto limitato, e che ogni equazione doveva essere trattata ex novo, senza cioè che le soluzioni per quelle di grado inferiore potessero fornire più di una labilissima traccia. 

Proveremo dunque ad avanzare una diversa congettura: che le regole risolutive venissero trovate confrontando gli esempi noti con la soluzione del problema ottenuta mediante il metodo di Leonardo Pisano, un metodo che troviamo costantemente in numerosi trattati medievali. Si tratterebbe dunque non di combinare alla cieca i coefficienti in un gioco quasi infinito di incastri, ma di ricostruire due o tre termini chiave che appaiono nell’algoritmo risolutivo di Fibonacci. Riprendendo la formula risolutiva
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ovvero, tenendo conto che α=1/20,
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basterà combinare i coefficienti in modo da ricostruire i termini 20 (=1/α) da sottrarre, e 
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 EMBED Equation.3  [image: image24.wmf] sotto radice. Ad esempio, per l’equazione di terzo grado, che nel nostro caso è
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occorrerà ricostruire i termini 
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 e 20 che compaiono nella formula di Fibonacci combinando i coefficienti. La soluzione non è difficile. Per il termine 20 si vede facilmente che esso proviene dalla divisione di 1200A per 60A; da cui il termine a/b nella formula risolutiva. Quanto all’altro, non è difficile accorgersi che si ha 
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ottenendo in  conclusione la soluzione
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 Similmente, per l’equazione di quarto grado

Ax4+80Ax3+2400Ax2+32000Ax=160.000F-160.000A

si trova facilmente
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Naturalmente, via via che il grado dell’equazione cresce, cresce anche il numero e l’ordine di grandezza dei termini, e diventa più facile confondere tra i diversi coefficienti. Ciò spiega in parte le formule per le equazioni di quinto e sesto grado, che benché corrette per il caso in esame (α=1/20) non lo sono in generale. Ad esempio, per l’equazione di quinto grado:

Ax5+100Ax4+4000Ax3+80.000Ax2+800.000Ax=3.200.000F-3.200.000A

Piero trova correttamente
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ma non potendo utilizzare il valore
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dato che contiene una potenza frazionaria, sceglie l’espressione
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invece di quella “corretta”
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Lo stesso meccanismo gioca nell’equazione di sesto grado: 

Ax6+120Ax5+6000Ax4+160.000Ax3+2.400.000Ax2+19.200.000Aαx=64.000.000F-64.000.000A

in cui Piero prende


[image: image35.wmf]4

20

f

c

=


ma poi, non potendo utilizzare questa espressione all’interno della radice, dato che anche stavolta darebbe luogo a una potenza frazionaria, sceglie correttamente


[image: image36.wmf]3

000

.

000

.

64

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

d

b

.

Allo stesso ordine di idee appartengono due altre equazioni di quarto grado che troviamo risolte nel Trattato di Piero della Francesca:

dx4+bx2+ax=cx3+n

e

dx4 +ax=cx3+bx2+n.

Ambedue queste equazioni provengono dal problema

Famme de 10 do' parti, che moltiplicata la magiore per la minore, & partita per la deferentia ch'è da l'una a l'altra, ne venga radici de 18.

Se si indica con x la parte maggiore, con 10-x la minore, e si scrive P invece di 
[image: image37.wmf]18

, si giunge all’equazione di secondo grado

x(10-x)=P(2x-10)

la cui soluzione è 
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Quando però, come nel nostro caso, il termine P è una radice, Piero eleva ambo i membri al quadrato in modo da ridursi a coefficienti interi, pervenendo così all’equazione di quarto grado

x4+(100-4P2)x2+40P2x=20x3+100P2
se P<5, ovvero

x4 +40P2x=20x3+(4P2-100)x2+100P2
se P>5. Che l’equazione discussa da Piero provenga dall’elevamento al quadrato è chiaro anche dall’enunciazione verbale dell’equazione, nella quale, a ricordo dell’avventa elevazione al quadrato, compaiono delle radici : 

Quando radici di censi e de cose e de’ censi di censi sono equali a radici de numero e de cubo, se vole partire li cubi per 4 perché sono radici equale a radici, poi se vole partire le cose per 2 et quello che vene parti per quello che fuorono in prima li cubi, et quello che ne vene tieni a mente. Poi montiplicare quello che venne di cubi partiti per 4 per sé medesimi e pollo sopra a quello che venne de le cose partite per 2 et poi in quello che fuorono prima li cubi; et la radice di quello che fanno [più] quello ne vene de li cubi partiti per 4 meno la radici di quello ne vene partite le cose prima per 2 e poi in quello che remase prima i cubi, tanto vale la cosa. 

In formule, la soluzione dell’equazione

x4+bx2+ax=cx3+n
è
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Confrontando con la soluzione trovata sopra della corrispondente equazione di secondo grado, si tratta di esprimere i numeri 5 e P2 (=18) per mezzo dei coefficienti della prima delle equazioni di quarto grado (nel nostro caso P è minore di 5). Una scelta possibile è 
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che corrisponde alla formula appena riportata. Oltre a questa, Piero dà anche una seconda soluzione:

O voi dire, partire nelli censi sempre in 4 [e montiplicare per sé medesimi] e porre sopra lo numero, e radici de radici de quello, più il partimento de’ cubi per 4 meno la radici di quello che venne partite le cose per 2 et poi in quello che fuorono prima li cubi, cotanto vale la cosa. 

In formule,
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Non è difficile verificare che nell’equazione in questione ambedue le formule sono valide, e che si riducono l’una all’altra a causa della relazione
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In conclusione, viene a delinearsi una ricostruzione, completa anche se in larga parte congetturale, non solo delle formule risolutive di equazioni di grado superiore al secondo, presenti in vari trattati medievali di algebra, ma anche dei metodi che sarebbero stati usati per giungere a tali regole. Ricapitolando la discussione precedente, questi consisterebbero nel confronto tra l'equazione in questione e la soluzione ottenuta per altra via; confronto che permetterebbe di esprimere tale soluzione in termini dei coefficienti dell'equazione. I motivi che hanno spinto gli algebristi medievali a tali indagini si possono facilmente intuire: la speranza che dallo studio di casi particolari la cui soluzione fosse nota per altra via potesse emergere un metodo risolutivo valido per le equazioni di grado superiore, a cominciare da quella di terzo grado. 

Se accettiamo l'analisi di Bortolotti, è proprio un'operazione di questo genere che ha condotto alla soluzione dell'equazione di terzo grado

x3+3px=2q
a partire da indagini sulle radici cubiche di un binomio. Se infatti, dati m ed n, con n>m2, si cercano due numeri u e v tali che
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si ottiene, elevando al cubo e separando la parte che non contiene radicali, la relazione

u3+3uv=m.
Se si moltiplicano tra loro le due relazioni precedenti, si ricava
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e quindi, inserendo nell'equazione precedente il valore di v così trovato:
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dalla quale infine si conclude che x=2u è soluzione dell'equazione
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D'altra parte, sottraendo l'una dall'altra le due relazioni iniziali, si ricava
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Si può ora pervenire facilmente alla soluzione dell’equazione di terzo grado x3+3px=2q; basterà   

infatti porre m=q e n=p3+q2  per ottenere
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La scoperta della soluzione dell'equazione di terzo grado si viene così a situare, almeno se accettiamo la ricostruzione per molti versi convincente del Bortolotti, al termine di un processo, che ha le sue origini nell’opera di Leonardo Fibonacci, di ricerca di casi esemplari di equazioni le cui soluzioni, conosciute in partenza, potessero essere prese a modello dell'equazione generale. 

Il fatto che i primi tentativi in questa direzione non fossero stati coronati dal successo, non toglie nulla all'importanza dell'impresa né ai meriti di chi ha saputo concepirla ed impostarla.

� Dipartimento di Matematica, Università di Firenze. Lavoro eseguito nell’ambito del progetto “Storia delle Matematiche” del MIUR. 


� Su questo tema si veda C. Maccagni, Leonardo Fibonacci e il  rinnovamento delle matematiche, in L’Italia e i paesi Mediterranei, a cura di **, Pisa, Nistri Lischi e Pacini, 1988, di cui mi sono largamente avvalso nel redigere queste note.


� “Con questo pubblico istrumento si fa a tutti manifesto che Bartolomeo fu Alberto Bonacci vende e consegna a Leonardo Bigollo fu Guglielmo, procuratore di Bonaccingo del fu Guglielmo suo fratello, come appare dalla procura rogata dal fu Notaio Pagano Malagallia e da me Notaio Bonafidenza vista e letta, ... la dodicesima parte indivisa di una pezza di terra, con torre e sala e ogni edificio di pertinenza, il quale terreno è posto in Pisa fuoriporta nella cappella di San Pietro in Vincoli ... ”. Il rogito è stato pubblicato da G. Milanesi, Documento inedito e sconosciuto intorno a Lionardo Fibonacci. Giornale Arcadico, 198 (1867), pp. 81-88.


� Si veda Iscrizione collocata nell’Archivio di Stato in Pisa a onore di Leonardo Fibonacci, cui va unita una spiegazione del prof. Francesco Bonaini, Pisa 1867. 


� Pubblicato in F. Bonaini, Memoria unica sincrona di Leonardo Fibonacci, novamente scoperta, Giornale Storico degli Archivi toscani, I (1858), p. 238-246: “Considerando l’onore e il profitto della nostra città e dei cittadini, che derivano loro dalla dottrina e dai diligenti servigi  del discreto e sapiente maestro Leonardo Bigollo nelle stime e ragioni d’abaco necessarie alla città e ai suoi funzionari, e in altre cose quando occorre, deliberiamo col presente atto che allo stesso Leonardo, per la sua dedizione e scienza e in ricompensa del lavoro che sostiene per  studiare e determinare le stime e le ragioni sopraddette, vengano assegnate dal comune e dal tesoro pubblico venti lire a titolo di mercede o salario annuo, oltre ai consueti benefici, e che inoltre lo stesso [Leonardo] serva come al solito il comune pisano e i suoi funzionari nelle pratiche d’abaco”.


� Liber Abaci, p. 1: “Essendo mio padre inviato come pubblico notaio per i mercanti pisani alla dogana di Bugia, avendomi chiamato a sé nella mia fanciullezza, volle che stessi per alcuni giorni allo studio e alla scuola dell’abaco, prevedendo l’utilità e la comodità future. Dove, introdotto con mirabile insegnamento all’arte delle nove cifre degli Indiani, tanto la conoscenza dell’arte mi piacque tra le altre cose, e tanto ne imparai, che quanto di essa si studiava in vari modi in Egitto, in Siria, in Grecia, in Sicilia e in Provenza, luoghi di commercio nei quali poi viaggiai, tutto imparai con molto studio e molte dispute”. Le pagine in questa e delle altre citazioni delle opere di Fibonacci si riferiscono all’edizione di B. Boncompagni, Scritti di Leonardo Pisano. Vol. I, Liber Abbaci; Vol. II, Practica Geometriae ed Opuscoli. Roma, Tip. Sci. Mat. e Fis., 1857 e 1862; a tutt’oggi l’unica edizione disponibile delle opere di Leonardo Fibonacci.


� Liber Abaci, p. 1: “ho aggiunto alcune cose necessarie e ne ho tolte altre superflue”.  


� Liber Quadratorum, p. 253: “Quando il maestro Domenico mi condusse per presentarmi ai piedi della vostra Altezza, principe gloriosissimo signore Federico, il presente maestro Giovanni di Palermo mi propose il seguente problema, non meno pertinente alla geometria che al numero: trovare un numero quadrato tale che aggiungendogli o togliendogli cinque resti sempre un numero quadrato”.


� “Comincia il Libro dei Quadrati composta da Leonardo Pisano nell’anno 1225”.


� Flos, p. 227: “Avendo saputo, beato padre e venerando signore R[anieri Capocci], per grazia di Dio degnissimo Cardinale di Santa Maria in Cosmedin, che avete chiesto copia delle mie opere, non ordinandomele, come sarebbe stato per voi più conveniente, ma chiedendomelo semplicemente per lettera... non solo ho ubbidito al vostro desiderio per questa parte, ma anche su alcune soluzioni di problemi postimi dai filosofi del mio serenissimo padrone e Imperatore, risolte più sottilmente che nella mia opera maggiore sui numeri, e su altre che ho trovato da me stesso, ho compilato questo libriccino e avendolo composto in lode e gloria del vostro nome ho voluto chiamarlo Fiore”. 


� Più tardi Leonardo tornerà a rivolgersi ancora una volta al Capocci: “Posui hanc aliam questionem similem suprascripte questionis, sancte et venerande pater domine Ranerii dignissime card., ut que in prescripta questione dicta sunt melius clementia vestra intendere valeat” (Ho posto quest’altra questione simile alla precedente, santo e venerabile padre signor Ranieri degnissimo cardinale, affinché la vostra clemenza possa intendere meglio quanto è detto in quel problema) Flos, p. 242.


�  Flos, p. 227: “Quando davanti alla vostra maestà, gloriosissimo principe Federico, il maestro Giovanni da Palermo, filosofo vostro, discusse con me a Pisa molte questioni sui numeri, mi pose due problemi non meno attinenti al numero che alla geometria. Dei quali il primo fu di trovare un numero quadrato, al quale aggiunto o sottratto cinque, il risultato fosse un numero quadrato. Il quale numero, come dissi allo stesso maestro Giovanni, trovai essere questo, undici e due terzi e un centoquarantaquattresimo. ... E di qui prendendo spunto, cominciai a comporre un libretto a gloria della vostra altezza, che ho chiamato Liber quadratorum, nel quale saranno contenute ragioni e dimostrazioni, soluzioni geometriche al problema suddetto, e le soluzioni di molte altre questioni, che la vostra immensità potrà avere se piacerà a vostra altezza.”


� Flos, p. 234: “Questo problema, serenissimo imperatore, mi fu proposto alla vostra presenza nel vostro palazzo di Pisa dal maestro Giovanni da Palermo. Riflettendo sulla sua soluzione, trovai tre modi di risolverla, che ho inserito nel vostro libro, che ho composto sul numero.”


� Flos, p. 228: “sul che meditando, pensai che la soluzione di questo problema potesse venire da quanto è contenuto nel decimo libro [degli Elementi] di Euclide; e per questo motivo  studiai più accuratamente questo decimo libro ... E poiché il decimo libro è più difficile dei precedenti e di alcuni dei seguenti, cominciai a glossarlo,  riducendo la sua comprensione ai numeri, laddove in esso si dimostra con linee e superfici.”


� **, Pisa-Firenze, 20-23 Novembre 2002. 


� Ad esempio, un interesse del 5% significa che ogni lira guadagna 0,05 lire all’anno; e quindi i=0,05.


� Dal Ms. Plimpton 188 della Columbia University di New York, c. 96 r . "Un tale con cento fiorini lucra qualcosa il primo anno, nel secondo, col capitale, cioè 100 fiorini, e col lucro del primo anno, lucra proporzionalmente, nel terzo ugualmente lucra col capitale e col lucro degli anni precedenti. Terminato il quale, raccoglie una somma di 265 tra capitale e tutti i lucri. Si chiede quanto abbia lucrato il primo anno." Devo questa segnalazione e la trascrizione di questo e degli altri passi citati alla cortesia di M. Folkerts.


� Ibidem. "Dividi il numero dei censi per tre, viene 100 che al cubo fa 1000000. Aggiungi queste a 1650000 dracme, viene 2650000. La radice cubica di 2650000, tolto 100, cioè la terza parte del numero dei censi, è il valore della cosa."


� Ibidem. "Ciò non vale se non quando la terza parte del numero dei censi, moltiplicata per sé stessa, dà la terza parte del numero delle cose. Altrimenti lo gnomone solido non risulterebbe intero."


� "Se una linea retta sia segata in qualunque modo, il quadrato di tutta la linea sarà uguale alli quadrati delle parti, & al rettangolo contenuto due volte nelle stesse parti". Citiamo dalla traduzione di Commandino, De gli Elementi d'Euclide Libri XV, Urbino 1575.


� Plimpton 188, c. 96 r . "Il cubo della linea AD è uguale al cubo di AB col cubo di BD e con quello che viene da BD per il quadrato di AB tre volte, e quello che viene da AB per il quadrato di BD tre volte". 


� Piero della Francesca. Trattato d'abaco. Dal Codice Ashburnhamiano 280 (359* -291* ) della Biblioteca Medicea Laurenziana di Firenze, a cura di G. Arrighi. Testimonianze di Storia della Scienza 6. Pisa, Domus Galilaeana, 1970.


� Come abbiamo detto, le equazioni di terzo e quarto grado sono presenti con le stesse soluzioni in numerosi altri trattati, e si può dire che fossero largamente conosciute, insieme alla loro applicazione ai problemi di interessi; al contrario quelle di quinto e sesto grado sono proprie del Trattato di Piero della Francesca, e per il momento non sono state trovate in nessun altro autore.
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